Chapitre 9 Equation Differentielle

Fiche 5 : Résolution de v’ = ay + f avec a # 0 et f une fonction définie sur
R.

Propriété :
Les solutions de I'équation y’ = ay + f sont les fonctions définies sur R par y(x) = Ce** + g, ou C
est un réel et g une solution particuliére de I'équation différentielle y’ = ay + f.

Démonstration :

Soit g une solution particuliere de (E):y' = ay + f avec a # 0.
Alors pour tout x € R, g'(x) = ag(x) + f(x)

Soit y une fonction dérivable sur R.

Si y est solution de (E) alors y'(x) = ay(x) + f(x)

-9 =y'(x)—g'(x) =ay(x) + f(x) —ag(x) — f(x) = a(y(x) — g(x)) donc y — g est
solution de (Ey):y' = ay.

Réciproguement, si y — g est solution de (E;) alors (y — g)' = a(y — g)

ey -—g=ay—agey'(x)=ay(x)+g'(x) —ag().
Ainsi y'(x) = ay(x) + f donc y est solution de (E).

Les solutions de (E,) sont les fonctions définies par x — Ce®* ou C est une constante réelle donc
celles de (E) sont les fonctions définies sur R par x — Ce** + g, ou C est un réel.

Remarque : Les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant une solution particuliére g de (E) aux
solutions générales de I'’équation homogene associée y' = ay.

Exemple : Les solutions de I'équation différentielles y' = 5y — 2x + 3 sont les fonctions définies
sur R par y(x) = Ce>* + g(x).
Pour trouver g, comme f(x) = —2x + 3, on cherche une solution de la forme ax + b :
Supposons g(x) =ax+b,g'(x) =a:

a=5(ax+b)—2x+3

a=(5a—-2)x+5b+3

1
. . . =5a-—-2 a= 2
Par identification, a =
0=5b+3 p=-23
5
Vérifions la solution trouvée : 5 (lx - E) —2x+ 3= Sty + L_1y
2 5 2 5 2 5 2

On retrouve bien g'(x) = 5g(x) — 2x + 3.
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