
Chapitre 10             Variable aléatoire 
 

Fiche 4 : Inégalité de concentration 

 
Propriété : Soit la variable aléatoire moyenne 𝑀𝑀𝑛𝑛 d’un échantillon de taille 𝑛𝑛 de la variable 
aléatoire 𝑋𝑋. Pour tout réel strictement positif 𝛿𝛿, on a : 

𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)| ≥ 𝛿𝛿) ≤
𝑉𝑉(𝑋𝑋)
𝑛𝑛 𝛿𝛿2

 

 

Démonstration : 

D’après la fiche 2, 𝐸𝐸(𝑀𝑀𝑛𝑛) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋) et 𝑉𝑉(𝑀𝑀𝑛𝑛) = 𝑉𝑉(𝑋𝑋)
𝑛𝑛

 

Appliquons l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire 𝑀𝑀𝑛𝑛 : 

𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑀𝑀𝑛𝑛)| ≥ 𝛿𝛿) ≤
𝑉𝑉(𝑀𝑀𝑛𝑛)
𝛿𝛿2

 

𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)| ≥ 𝛿𝛿) ≤
𝑉𝑉(𝑋𝑋)
𝑛𝑛 𝛿𝛿2

 

Exemple : 
Soit une variable aléatoire 𝑋𝑋 qui suit la loi de Bernoulli de paramètre 0,2.  
On considère un échantillon de 𝑛𝑛 variables aléatoires suivant la loi de 𝑋𝑋. 
On appelle 𝑀𝑀𝑛𝑛 la variable aléatoire moyenne associée à cet échantillon.  
Déterminer la taille 𝑛𝑛 de l’échantillon tel que la probabilité que la moyenne 𝑀𝑀𝑛𝑛 appartienne à 
l’intervalle ]0,03 ; 0,37[ soit supérieure à 0,95. 
 

On cherche à calculer 𝑛𝑛 tel que 𝑃𝑃(0,03 < 𝑀𝑀𝑛𝑛 < 0,37) ≥ 0,95 
Dans l’idée d’appliquer l’inégalité de concentration, on fait apparaitre l’espérance de 𝑋𝑋 dans 
l’inégalité. 
Or, 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝 = 0,2 
Ainsi, on cherche 𝑛𝑛 tel que : 𝑃𝑃(0,03 − 0,2 < 𝑀𝑀𝑛𝑛 − 0,2 < 0,37 − 0,2) ≥ 0,95 
                                     Soit : 𝑃𝑃(−0,17 < 𝑀𝑀𝑛𝑛 − 0,2 < 0,17) ≥ 0,95 
                         Soit encore : 𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 0,2| < 0,17) ≥ 0,95 
Et donc, en considérant l’évènement contraire : 

1 − 𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 0,2| ≥ 0,17) ≥ 0,95 
𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 0,2| ≥ 0,17) ≤ 0,05 

 
En prenant 𝛿𝛿 = 0,17 dans l’inégalité de concentration, on a : 
𝑃𝑃(|𝑀𝑀𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)| ≥ 𝛿𝛿) ≤ 0,05, avec 𝑉𝑉(𝑋𝑋)

𝑛𝑛 𝛿𝛿2
 = 0,05. 

Or, 𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) = 0,2 × 0,8 = 0,16 
On cherche donc un entier 𝑛𝑛 tel que : 0,16

𝑛𝑛 0,172
 ≤ 0,05 

Et donc : 𝑛𝑛 ≥ 0,16
0,05× 0,172

 ≈ 110,7 
Pour 𝑛𝑛 ≥ 111, la probabilité que la moyenne 𝑀𝑀𝑛𝑛 appartienne à l’intervalle ]0,03 ; 0,37[ est 
supérieure à 0,95. 


