Chapitre 11 Intégration

Fiche 2 : Intéagrale et primitive

Théoreme : Soit f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

La fonction F définie sur [a; b] par F(x) = f;f(t)dt est dérivable sur [a; b] et a pour dérivee f .

Plus précisément, F est I'unique primitive de f sur[a; b] s'annulant en a.

Preuve : /dée de preuve (Cas ou f est croissante)

Etudions la limite en x, (ou x, est fixe) de la fonction T définie pour tout réel h # 0 tel que x, + h est dans

F(xg+h)—F(xo)

[a; bl par T (h) = -

F(xg + h) — F(xy) correspond a l'aire délimitée par la courbe représentative de f ,

droites verticales d’équation x = x, et = x, + h.

Cette aire est comprise entre les aires des rectangles de base h et de
hauteur f(xg)et f(xo + h).

Onaalors: h.f(xg) <F(xg+h)—F(xy) < h.f(xg+h) f (xg+h) F

Grace au théoréme des gendarmes et a la continuité de la fonction f(xo)
f en x, , on en déduit que :

hliIP T(h) =f(xg) -
Ainsi F est dérivable en x, et F' (xy) = f (xo). '
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L’'unicité résulte du fait que F (a) =0 . o
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Ce théoréme affirme I'existence de primitives pour toute fonction continue et positive sur un intervalle /.

Propriété :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle /, alors pour tous réelsa et b de I, on a :

f: f(t)dt = F(b) — F(a) ou Fest une primitive de f sur /.

Preuve : Soit F la primitive de f qui s'annule en c.
F(b) = F(@) = [, f()dx — [* f(x)dx = [7 f(x)dx par le théoréme de Chasles.

De plus cette propriété est vraie quelque soit ¢ donc quelque soit la primitive choisie.

Remarque : On note aussi F (b) — F (a) = [F (t)]z .

Théoreme fondamental :

Si f est une fonction continue sur un intervalle, alors f admet des primitives sur cet intervalle.

Preuve : idée de preuve

On suppose que f est définie et continue sur un intervalle [a; b] et que f admet un minimum m sur

[a; b].

La fonction g : x — f(x) —m est alors continue et positive sur [a; b].
Elle admet donc une primitive G sur [a; b].

On définit alors la fonction Fsur [a;b] par: F(x) =G (x) +mx

Fest dérivable sur [a; b] et, pourtoutx €fa; b]: F'(x)=G'(x)+m= f(x)—-m+m= f(x)

Ainsi, f admet F pour primitive sur [a; b].

Exemple : Calcul de f3 x2+3x—5dx

% +3x—5dx—[—+——5x] =(Z+3xZ-5x3) - (t+3xZ-5x1)

Pour réviser : Ex 83, 85 p 258



