
Chapitre 1

DIVISIBILITE DANS ℤ



I. Relation de divisibilité

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b lorsqu’il 
existe un entier relatif k tel que b = ka. On dit que a est un diviseur de b. On 
note a|b.

Remarques : 

• On dit aussi que b est un multiple de a et que b est divisible par a.

• 1 et -1 sont des diviseurs de tous les nombres entiers relatifs.

• L’ensemble de diviseurs de 0 est ℤ.

• b et –b ont les mêmes diviseurs.

• Si a|b alors |a|≤ |b|.

Exemple : −65 = −5 × 13 donc −5| − 65 et 13| − 65



Démontrer une propriété : 

Soient a et b deux entiers relatifs. On a les équivalences suivantes : 

a|b ⇔(-a)|b⇔a|(-b)⇔(-a)|(-b)

Par définition, a|b ⇔∃𝑘 ∈ ℤ / b = 𝑘a

⇔∃𝑘 ∈ ℤ / b = −𝑘(−a) ⇔ (-a)|b

⇔∃𝑘 ∈ ℤ / -b=-ka ⇔ a|(-b)

⇔∃𝑘 ∈ ℤ / -b=k(-a) ⇔(-a)|(-b)



Méthode : Déterminer les entiers naturels a et b 
vérifiant a²−b²= 35
On factorise l’expression : (a+b)(a-b)=35
Les facteurs sont des diviseurs (positifs car a+b est positif) de 35.
Les diviseurs positifs de 35 sont 1, 5, 7 et 35.

Donc a et b appartiennent aux solutions du système ቊ
𝑎 − 𝑏 = 1
𝑎 + 𝑏 = 35

ou ቊ
𝑎 − 𝑏 = 5
𝑎 + 𝑏 = 7

.

On obtient ቄ
𝑎 = 18
𝑏 = 17

ou ቊ
𝑎 = 6
𝑏 = 1

.

On vérifie que les solutions (18; 17) et (6; 1) fonctionnent.
Il y a exactement deux solutions au système.



Propriétés

Transitivité : Soient a, b et c trois entiers relatifs. Si a|b et b|c
alors a|c. 

Démonstration : 

Si a|b alors il existe un entier naturel k tel que b = ka.

Si b|c alors il existe un entier naturel k’ tel que c = k’b.

Donc c = k’ka donc a|c

Exemple : 5|30 et 30|120 donc 5|120



Combinaison linéaire :

Soient a, b et c trois entiers relatifs.

Si a|b et a|c alors, quels que soient les entiers m et n, on a  
a|(mb+nc).

Démonstration : 

Si a|b alors il existe un entier naturel k tel que b = ka.

Si a|c alors il existe un entier naturel k’ tel que c = k’a.

Donc mb+nc = mka+nk’a=a(mk+nk’).

Or mk+nk’ est un entier relatif donc a|(mb+nc)



Application : Déterminer tous les entiers 
relatifs 𝑛 tels que (4𝑛 + 7)|(𝑛 − 3)
Comme 4𝑛 + 7 | 𝑛 − 3 et 4𝑛 + 7 |(4𝑛 + 7), par combinaison 
linéaire, on a 4𝑛 + 7 | 4𝑛 + 7 − 4(𝑛 − 3) donc 4𝑛 + 7 |19.

Les diviseurs de 19 sont -19, -1, 1 et 19 donc les solutions possibles 
sont  parmi                    4𝑛 + 7 = −19 ⟺ 𝑛 = −7,5

4𝑛 + 7 = −1 ⟺ 𝑛 = −2
4𝑛 + 7 = 1 ⟺ 𝑛 = −1,5
4𝑛 + 7 = 19 ⟺ 𝑛 = 3

Réciproquement, comme n est un entier relatif, seules deux solutions 
conviennent. 𝑆 = −2 ; 3 .



II. Division euclidienne
Théorème (admis) : Pour tout entier relatif 𝑎 et tout entier naturel 𝑏 non 
nul, il existe un unique couple d’entiers (𝑞 ; 𝑟) tel que 

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 𝑒𝑡 0 ≤ 𝑟 < 𝑏.

𝑎 est le dividende, 𝑏 est le diviseur, 𝑞 est le quotient, c’est un entier 
relatif et 𝑟 est le reste, c’est un entier naturel.

Exemple : 45 = 4 × 11 + 1 donc −45 = 4 × −11 − 1

Or le reste ne peut pas être négatif, 

donc −45 = 4 × −11 − 1 + 4 − 4 = 4 × −12 + 3

Le reste de la division euclidienne de −45 par 4 est 3 et le quotient est 
− 12.



Application : Soit 𝑛 un entier naturel. 
Posons 𝐴 = 𝑛(𝑛 − 2)(𝑛 + 2). Démontrer que A est un multiple de 3.
D’après le résultat du cours sur la division euclidienne, on sait que tout entier n s’écrit sous 
une des trois formes suivantes : 𝑛 = 3𝑘; 𝑛 = 3𝑘 + 1 𝑜𝑢 𝑛 = 3𝑘 + 2.
On raisonne par disjonction de cas en distinguant les trois cas possibles et en démontrant le 
résultat dans chacun des cas.

Soit n un entier naturel. On a trois cas possibles.
1er cas : il existe 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑛 = 3𝑘.
𝐴 = 3𝑘(3𝑘 − 2)(3𝑘 + 2) donc A est divisible par 3.

2e cas : il existe 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑛 = 3𝑘 + 1.
𝐴 = 3𝑘 + 1 3𝑘 + 1 − 2 3𝑘 + 1 + 2 = 3𝑘 + 1 3𝑘 − 1 3𝑘 + 3

= 3(3𝑘 + 1)(3𝑘 − 1)(𝑘 + 1) donc A est divisible par 3.

3e cas : il existe 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑛 = 3𝑘 + 2.
𝐴 = (3𝑘 + 2)(3𝑘 + 2 − 2)(3𝑘 + 2 + 2) = (3𝑘 + 2)(3𝑘)(3𝑘 + 4) donc A est divisible par 3.



Application : Dans la division euclidienne de −37 par 
l’entier naturel non nul b, le reste est 14. Quelles sont 
les valeurs possibles du diviseur et du quotient ?
La division euclidienne de −37 par 𝑏 donne −37 = 𝑞𝑏 + 14 avec 14 <
𝑏 soit 𝑞𝑏 = −51.

Les diviseurs de −51 sont −51,−17,−3,−1, 1, 3, 17 𝑒𝑡 51.

Or, 𝑏 > 14, on a alors 𝑏 = 17 ou 𝑏 = 51.

Pour 𝑏 = 17, on a −37 = 17 × (−3) + 14 et 𝑞 = −3.

Pour 𝑏 = 51, on a −37 = 51 × (−1) + 14 et 𝑞 = −1.



III.Congruence
Définition : Soient 𝑚 un entier naturel non nul, et 𝑎 et 𝑏 deux 
entiers relatifs.
On dit que 𝑎 et 𝑏 sont congrus modulo 𝒎 lorsqu’ils ont le même 
reste dans la division euclidienne par 𝑚.
On dit aussi que 𝑎 est congru à 𝒃 modulo 𝒎.

On note 𝑎 ≡ 𝑏 [𝑚] ; 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚) ou 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑚.

Exemple : 12 ≡ 37 [5] car 12 et 37 ont tous les deux 2 comme 
reste dans la division euclidienne par 5.



Démontrer une propriété : 
Soient 𝑚 un entier naturel non nul et a et b deux entiers relatifs. 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚] si, 
et seulement si, 𝑚 ∣ (𝑎 − 𝑏).

En particulier, si 𝑎 ≡ 0[𝑚], alors 𝑚 ∣ 𝑎.

Procédons par double implication :

⟸ Si 𝑚|(𝑎 − 𝑏) alors il existe 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑚 donc 𝑎 = 𝑘𝑚 + 𝑏
donc 𝑎 et 𝑏 ont le même reste par la division euclidienne par 𝑚.

⟹ Si 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚] alors il existe q et q’ deux entiers relatifs et r un entier naturel 
tels que 𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑟 et 𝑏 = 𝑚𝑞’ + 𝑟 donc 𝑎 − 𝑏 = 𝑚𝑞 + 𝑟 − (𝑚𝑞’ + 𝑟) =
𝑚(𝑞 − 𝑞’). Ainsi 𝑚|(𝑎 − 𝑏).



Propriétés
Transitivité : Soient 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 trois entiers relatifs et 𝑚 un entier naturel non 
nul.
Si 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚] et 𝑏 ≡ 𝑐[𝑚], alors 𝑎 ≡ 𝑐[𝑚].

Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 quatre entiers relatifs et m un entier naturel non nul.

Compatibilité avec l'addition :
Si 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚] et 𝑐 ≡ 𝑑[𝑚], alors 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑[𝑚].

Compatibilité avec la multiplication :
Si 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚] et 𝑐 ≡ 𝑑[𝑚], alors 𝑎 × 𝑐 ≡ 𝑏 × 𝑑[𝑚].

Compatibilité avec les puissances :
Soit p un entier naturel non nul. Si 𝑎 ≡ 𝑏[𝑚], alors 𝑎𝑝 ≡ 𝑏𝑝[𝑚].

Attention : il n’y a pas de compatibilité avec la division.



Application : Montrer en utilisant un tableau de congruence que, 
pour tout entier relatif 𝑛, 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) est divisible par 3.

On dresse un tableau de congruence de n modulo 3.

On remarque que, pour tout entier n, n(n+1)(2n+1)≡0[3], 
c’est-à-dire que n(n+1)(2n+1) est divisible par 3.

n ≡ … [3] 0 1 2

(n+1) ≡ … [3] 1 2 3≡ 0

(2n+1) ≡ …[3] 1 3 ≡ 0 5 ≡ 2

n(n+1)(2n+1) ≡ …[3] 0 × 1 × 1 ≡ 0 1 × 2 × 0 ≡ 0 2 × 0 × 2 ≡ 0



Définition : Soient a un entier relatif et m un entier naturel non nul.
On dit que a est inversible modulo m lorsqu’il existe un entier b tel 
que 𝑎 × 𝑏 ≡ 1[𝑚].

Exemple : 8 × 2 ≡ 1 5 donc 2 est l’inverse de 8 modulo 5.

Applications : 1. Démontrer que 3 est inversible modulo 5.
2. Montrer que 4 n’admet pas d’inverse modulo 6.

1. Soit b un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 5.

b≡…[5] 0 1 2 3 4

3b≡…[5] 0 3 1 4 2

On a donc 3×2≡1[5] donc 2 est un inverse de 3 modulo 5.

Cet inverse n’est d’ailleurs pas unique : tout entier s’écrivant 5k+2, avec k∈Z, est un inverse de 3 modulo 5.

2. Soit c un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 6.

c≡…[6] 0 1 2 3 4 5

4c≡…[6] 0 4 2 0 4 2

Il n’existe pas d’entier c tel que 4c≡1[6] Donc 4 n’admet pas d’inverse modulo 6.


