Fiche cours :

Soit (u,) la suite définie par u,, 1 = f(u,).

Partie A : Etude de la fonction associée
1) Pour trouver la fonction associée a une suite (et inversement), on
échange u,,., par f(x) et u,, par x.

2) Etude des variations de la fonction associée.
On étudie le signe de f'. Il sera toujours positif sur l'intervalle d'étude.
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f’(x) > 0 sur I'intervalle 1 donc f est strictement croissante sur 1.

3) Remarque : on demandera parfois de résoudre I'équation f(x) = x.

On cherchera alors la ou les solutions avec I'une de ces quatre méthodes :

a) Résolution simple But : isoler x. (Si il N’y a qu’un type de fonction)
On « déplace » tour a tour : Ex:2(n(x)—4)+3=0

1) Les additions et soustractions

2) Les multiplications et divisions

3) Les fonctions

4) Les parentheses

b) Résolution par factorisation
On trouve un facteur commun et on
utilise la propriété :
si ab=0 alors a=0 ou b=0

c) Résolution du second degré
Si la fonction est du type ax? + bx + ¢ = 0 uniguement.

d) Etude d'une fonction auxiliaire g(x) = f(x) — x (si le sujet nous
guide)
On dérive g, on résous I'équation (méthode a) pour trouver son signe
puis on rédige le TVI pour I'équation g(x) = 0.
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Partie B : Etude de la suite
4) Démontrer par récurrence que a < u, < Up41 < b

Soit P, la propriété «a < u, < up,4q1 < b » 0On recopie I'énoncé de la question
Initialisation : a < uy < u; < b donc P, est vraie.

Heérédité : Soit k un entier fixé tel que Py, soit vraie.
Montrons que P;,q est vraie.

a< Uk < Uk+1 < b
f(a) < f(ug) < f(urs1) < f(b) On applique f qui est croissante sur |
a < f(a) < uge1 <ugyz < f(b) < b donc Py,q est vraie

Conclusion : La propriété est initialisée au rang O et héréditaire a
partir de ce rang donc par le principe de récurrence, la propriété
est vraie pour tout entier n.

5) Déterminer la monotonie (croissant ou décroissant) si ce n'est pas
déja fait dans la récurrence.

On détermine le signe de u,,.; —u,
Pour cela, on simplifie puis on factorise généralement par u,,
donc on connait le signe avec la question précédente.

6) En déduire de la suite (u,) converge vers une limite I.

La suite (u,) est croissante et majorée par b (ou est
décroissante et minorée par a si u, 1 < u,) par le théoréme de
la convergence monotone, (u,) converge versl < b (oul > a).

7) Déterminer la limite |
On remplace u,,,, par [ et u,, par [.
On résout I'équation f(1) =1 ou on reprend les solutions de f(x) = x
(partie A).

Par passage a la limite, fiH=1

l=--
S'il y a plusieurs solutions, la logique (suite croissante ou décroissance
gui commence a telle valeur) permet d’en éliminer une.
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