Partie A : étude d*une fonction
On considére la fonction f définie sur & par
fx)=x-In(x*+1),
ol In désigne la fonction logarithme népérien.

1. On admet que f est dérivable sur B et on note f* sa fonction dérivée.

a. Montrer que pour tout nombre réel x, ona:

o (x=17F
o=

b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur B.

2. Montrer que pour tout nombre réel x >0, ona:
) 1
flx)=x-2In(x)-In|1+ =/
3. Calculer la limite de la fonction f en +oo.

Partie B : étude d'une suite

On considére la suite (u,,) définie par :

p = 7
Uyer = fltty) = wy—In(ud+1) pourtout nem
1. Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel

g = 0.
2. Montrer que la suite {u,,) est décroissante.
3. En déduire la convergence de la suite (u,,).
4. On note £ la limite de la suite (1,,). Déterminer la valeur de ¢.
5. a. Recopier et compléter le script ci-dessous écrit en langage Python afin qu'il
renvoie la plus petite valeur de l'entier n a partir de lagquelle u,, < I, ot h est
un nombre réel strictement positif.

from math import log as In
#permet d'utiliser la fonction In
#Le Logarithme népérien

def seuil(h) :
n=10
u=7
while....:
n=n+l
u=...

return n

b. Déterminer la valeur renvoyée lorsqu’on saisit seuil(0.01) dans la console Py-
thon. Justifier la réponse.

c. Donner la valeur de la variable n renvoyée par la fonction seuil ().
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fix)=x-In(l+x).

—

. Justifier que la fonction f est définie sur l'intervalle | =1 ; +oal.

[t

. On admet que la fonction f est dérivable sur] -1 ; +ool.

Déterminer 'expression de sa fonction dérivée [,
3. a. Endéduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle | =1 ; +oal.
b. En déduire le signe de la fonction f sur Uintervalle | - 1; 0[.

4.  a. Montrer que, pour tout x appartenant i l'intervalle | - 1; +oof, ona:

X

(= 1
f) I-ll+:-:

b. En déduire la limite en +oo de la fonction f.

Partie B

On considére la suite (u,) définie par ug = 10 et, pour tout entier naturel i,

Myyg = Uy = Il + 12,1

On admet que la suite (1) est bien définie.

1. Donner la valeur arrondie au milligme de ;.

2. En utilisant la question 3. a. de la partie A, démonirer par récurrence gue, pour
tout entier naturel 1w, ona iy = 0.

3. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
4. Déduire des questions précédentes que la suite {1,,) converge.

5. Déterminer la limite de la suite (it,,).



On consideére la suite (u,,) définie par:

. u
Uy =8 et pour tout entier naturel n, u,,; = u,—In (T”]

1. a. Donner les valeurs arrondies au centieme de u; et u,.
b. On considére la fonction mystere définie ci-dessous en Python. On admet
que, pour tout réel strictement positif a, 1og(a) renvoie la valeur du loga-
rithme népérien de a.

def mystere(k) :
u=28
5=0
foriin range(k) :
S=S+u
u=u-log(u/4)
return S

L'exécution de mystere(10) renvoie 58.44045206721732. Que représente
ce résultat?

c. Modifier la fonction précédente afin qu’elle renvoie la moyenne des k pre-
miers termes de la suite (u,,).

2. On considére la fonction f définie et dérivable sur ]0; +oo[ par:

f{x]:x—ln(%].

On donne ci-dessous une représentation graphique 6y de la fonction f pour les
valeurs de x comprises entre () et 6.

0 ; I f l I
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R

Etudier les variations de [ sur]0; +oof et dresser son tableau de variations.

On précisera la valeur exacte du minimum de f sur)0; +ool. Les limites ne sont pas
demandeées.

)ans la suite de I'exercice, on remarquera que pour tout entier naturel n, uu41 = f (1y,).

3. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n,on a:

1 <upir < g,

b. En déduire que la suite (i) converge vers une limite réelle.
On note £ la valeur de cette limite
c. Résoudre I'équation f(x) = x.

d. En déduire la valeur de ¢.
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Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales suivantes :

b T
I, =f e " sin(x)dx, j,,z[ e " cos(x) dx.
0 0

1. Calculer I.

2. a.
b.

C.

3. a.

C.

4, a.

Justifier que, pour tout entier naturel n,ona I, = 0.
Montrer que, pour tout entier naturel n, ona fy — Ip = 0.
Déduire des deux questions précédentes que la suite (I,) converge.

Montrer que, pour tout entier naturel n, ona:

T
L HE g
I, = f e "du
0
Montrer que, pour tout entier naturel n = 1, on a:

T l_c—m:
= I
f e Mdyx=——.
o

n
Déduire des deux questions précédentes la limite de la suite (I,).

En intégrant par parties 'intégrale I, de deux fagons différentes, établir les
deux relations suivantes, pour tout entier naturel n = 1 :

1
In=1+e™™-nJ, et Iy= ;fu

En déduire que, pour tout entier naturel n = 1, ona

l+ E—H.ﬁ'

=
! nt+1

5. On souhaite obtenir le rang n a partir duquel la suite (1) devient inférieure a 0,1.

Recopier et compléter la cinquiéme ligne du seript Python ci-dessous avec la com-
mande appropriée.

from math import *
def seuil() :

n=>0

I=2

n=n+l
[ = (l+exp(-n*pi))/(n*n+1)
return n
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