Devoir surveillé n°1
Durée : 1 heure
L’utilisation d’une calculatrice est autorisée

Exercice 1 (4 points).

1. Déterminer I'ensemble des entiers x tels que 3z =1 [5].

2. Déterminer I'ensemble des entiers x tels que 2 = 3z [5].

Exercice 2 (4 points). — Soit n € N.
1. Démontrer que 3% = 2" [7] et que 2% = 2" [7].

2. En déduire que 7 divise 32+ 4 24n+2,

Exercice 3 (4 points). — En raisonnant modulo 6, montrer que 1'équation z* — 6y* = 2018
n’a pas de solution dans Z?2.

Exercice 4 (8 points). — Dans cet exercice, on étudie un algorithme permettant de tester la
divisibilité d'un entier naturel par 7. Tous les entiers sont écrits en base 10 (écriture décimale

habituelle).

1. Deux exemples

a. On considere le nombre = 413. Ce nombre est formé de 41 dizaines et 3 unités. On

lui associe le nombre y = 41 — 2 x 3 = 35 obtenu en soustrayant 2 fois le nombre
d’unités de x au nombre de dizaines de x.

Vérifier que = et y sont tous les deux divisibles par 7.
On considere a présent le nombre ' = 445 et le nombre y' = 44 —2 x 5 = 34 construit
de la méme fagon.

Vérifier que ' et 3’ ne sont pas divisibles par 7.

2. Le cas général

Soit a et b deux entiers naturels.

a.
b.

d.

Calculer 7(a —b) — 4(a — 2b) et en déduire que si 7 divise a — 2b alors 7 divise 3a + b.

En raisonnant de méme, montrer que si 7 divise 3a + b alors 7 divise a — 2b.

. On considere un nombre x formé de a dizaines et b unités.

Montrer que z = 3a + b [7] et en déduire que 7 divise x si et seulement si 7 divise
a — 2b.
Faire fonctionner ’algorithme précédent avec x = 13 979.

Bonus Afinde crypter un message, on utilise un chiffrement affine.
Chaque lettre de I'alphabet est associée & un nombre entier comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

A

B C D E F G H 1 J K L M N o P Q R S T u v w X Y z

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Soit x le nombre associé a la lettre a coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x + 5 par
26, puis on en déduit la lettre associée a y (c’est elle qui code la lettre d’origine).

Exemple :

M correspond a x = 12

7x12+5=289

Or 89 =11 [26] et 11 correspond a la lettre L, donc la lettre M est codée par la lettre L.

1. Coder la lettre L.

2. a. Soit k un entier relatif. Montrer que si k = 7x [26] alors 15k = x [26].
b. Démontrer la réciproque de I'implication précédente.
c. En déduire que y =7x+5 [26] équivauta x =15y + 3 [26].

3. Alaide dela question précédente décoder la lettre E





