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| INtroduction

De nombreuxphénomenephysiqueshiologiques.gconomigue®u autressontmodéliséparune
fonction f qui est proportionnelle a sa dérived’.

Parexemplele phénomenele désintégratiordesnoyauxradioactifs,l’activité de désintégratiora
l'instant t estproportionnelleau nombrede noyauxa l'instantt : N'(t) = kN(t)

Nous allons ici nous intéresser a I'une des fonctions de ce type.
Plus particuliérement, que peut-on dire d’'doaction qui serait égale a sa dérivée ?

Nousconnaissonsléjaau moinsunefonction égalea sadérivée:
Mais cettefonctionest sans intéréNotre objectifestd’en recherched’autres.

2 Théorie : de limportance de la condition ivitisle

Supposons gu'il existe une fonctidn non nulle, definie et derivable sBrtelle que : f' = f
1) Soitd € R. On pose = Af.
Demontrerque: g =g SurR.

SurR

2) Soitg une fonction verifiant ausgf = g sur R.
Que peut-ondirede: f +g?

3) Supposons maintenant qu’il existe une fonctfouléfinie et dérivable sk, vérifiant
les conditions : vt
P =
® {101

a) On considere la fonction definie surR par :

e(x) = (¥ f(=x)
Montrer que ¢ est une fonctia@onstantegalea 1 sur R.

En déduireque f ne s’annulepassur R puis que la fonction f est strictemenpositive.

b) Démontrer que g est une fonction qui vérifieR) alorsg = f surR.

On pourra considerer la fonctidndefinie surR parh = é

Dans la suite, la fonctio est I'unique fonction satisfaisant les conditions : (I'unicité
vient d’étre montrée, I'existence sera montrée plus tard)

o [T=T
(P) {f(O):l

Nous allonsmaintenant essayer de tracer la représentation graphiqtigdee a la
méthode d’Euler.



3 Methode d'Euler, représentation graphigue 14A

1) Expliquer pourquoi si f est une fonctioerivableen a, alors il existe une fonctiostelle que :
f(a+h) = f(a) + hf’'(a) + he(h) ou tI1irr(}e(h) =0

D’ou I'approximation:
f(a+h) = f(a) + hf'(a)

ReMAv'%ue. : C’estsurcetteapproximation(dite "affine”) qu’estbaséda méthoded’Euler.

2) En utilisantlesconditions satisfaitegarf , conjecturer sur les premiers n € N*que l'ona :
f(a+nh) = (1+h)"f(a)

3) Dans cette question, on sugea = 0. On adonc : f(nh) ~ (1 + h)"
a) On posex = nh. Démontrer que poun assez grand, on a :

F(X) = (1+ %‘)n

Remarque : :cette approximation est d’autant meilleure guestgrand.

b) A l'aide dela calculatricetracerlescourbesdesapproximationgle la fonctionf
pour des valeurs de negales a 10, 100, et 1 000.

XMin = _253 YMin =-4
XMax = 4’3 YMax =54
Scale=1 Scale=5

1 n
c) En prenanh = 10 000,donner une valeur approchee du nombE) ~ (1 + ﬁ)

Remarque : :le nombref(1) est encore note

’

Cettefonction f vérfiantles condition -
f(0)=1

estappelédonction exponentielle.

4) On vient de voir a quoi ressemble sa représentatiaplygue. Cette fonction pos-
sédedes propriétes remarquables notamment celle de transformer des "sommes" en
"produits”,c’'est-a-dire 1 v(x;y) e R? f(x+y) = f(X)f(y)

y étantfixé, y € R, on pose la fonctiog, définie par :9y(x) = f (x +y) f (-x)

Montrerque g est une fonctiortonstantgégalea f(y)) sur Rpuis conclure.
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