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|. Module et argument d’'un nombre complexe

1) Représentation dans la plan complexe

Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repere orthonormé direct

(0;u;v).

Définitions : a et b sont deux nombres reels.

- A tout nombre complexe z=a +ib, on associe le point M de
coordonnées (a; b) et le vecteur w de coordonnées (a ; b).

- A tout point M(a ; b) et a tout vecteur W (a ; b), on associe le nombre

complexe z = a + ib appelé affixe du point M et affixe du vecteur w.

On note M(z) et W(z).

Exemple : Le point M(3 ; 2) a pour affixe
le nombre complexe z = 3+ 2I.

De méme, le vecteur w a pour affixe
2=3+2I.
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2) Module
Définition : Soit un nombre complexez=a+1b.

On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z| , égal a Va2 + b2.

M est un point d'affixe z.
Alors le module de z est égal
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3) Argument
Définition : Soit un point M d'affixe z non nulle.
On appelle argument de z, notée arg(z) une mesure, en radians, de

I'angle (17 ; OM) ou U est le vecteur unité de I'axe des abscisses.

Remarques :
 Un nombre complexe non nul “Axe des imaginaires
posséde une infinité d'arguments 3-
de la forme arg(z) + 2kz , k€ Z .
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On notera arg(z) Modulo 2m 0u arg(z) - -
[27] | z|
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Exemple :

Soitz=3+ 3I.
Alors

1z| = |3+ 3i| = /32 + 32

= 18 = 3+/2

Z 3+31 i, .1

Oncalculea— 5 BTl =
V2 N2
2 l2

On retrouve les valeurs du cosinus
i , T
et du sinus de I’angle "

Donc arg(z) = - [27].
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ll. Forme trigonometrique d’un nombre complexe
1) Définition
Propriété . Soit z=a + ib un nombre complexe non nul.

On pose : 8 = arg(z)
Onaalors:a = |z|cos@etb = |z|sind .

JI.”\E}

b = 2] Sinb g g

a = |z| cost

Définition : On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z
non nul I'écriture z = |z| (cosf + isinf ) avec 8 = arg(z).



Methode : Ecrire un nombre complexe sous sa forme trigonometrigue
Ecrire le nombre complexe z = /3 + i sous sa forme trigonométrique.

- On commence par calculer le module de z:
1z| = V3+ 1= 2

on peut identifier plus facilement la partie réelle de z et

T
sa partie imaginaire : — = -

On cherche donc un argument 6 de z tel que :1cos 0 = 73 etsinf = -

Donc:z = 2 (cos (%) + isin (g)) 1 S
T |
avec arg(z) = o |2m]. ’
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l1l. Propriétés des modules et arguments

1) Valeurs remarquables de arg
Propriétés . Soit z un nombre complexe non nul.
e zestunnombre réel & arg(z) = 0 [n],

» zestun imaginaire pur & arg(z) = =[nu].

* arg(z)= —arg(z) 2
e arg(—z) = arg(z) +m

M(z)

e M(3)




2) Inégalité triangulaire :
Soit z et z' deux nombres complexes.
z + z'| < |z] + |z
Démonstration :
Il s'agit d'une traduction de I'inégalité sur les distances.

Pz+ 2"




3) Formules de d'addition et de duplication

cos(a + b)
sin(a + b)
cos(a — b)
sin(a — b)

Calculons de deux manieres le produit scalaire OA. OB
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4) Propriétés :
Soit z et z ' deux nombres complexes non nuls et n entier naturel non nul.

Produit

Puissance

Inverse

Quotient

Démonstration pour le produit : On pose 8 = arg(z)et8' = arg(z’).

zz' = |z| (cosf + isind)|z' | (cos®’ + isind")

z||z'| (cosO cos@ ' — sinf sinf ' + i (sinf cosf '+ cosO sinb’) )
= |z||z'| (cos (8 +6 ")+ isin(0 +6"))

Donc le module de zz'est |z| |z'| et un argumentde zz'estd +0' =

arg(z) + arg(z’).




V. Forme exponentielle d'un nhombre complexe
1) Définition
Définition : Pour toutréel 8 ,ona: e® = cos@ + isinf .

Remarque : e*?est le nombre complexe de module 1 et d'argument 6 .
Propriété : e'™ = —1
Démonstration : e'™ = cosm + isinm = -1+ i X 0 = —1
Cette relation a éte éetablie en 1748 par le mathématicien suisse Leonhard Euler
(1707 ; 1783). Elle possede la particularite de relier les grandes branches des
mathématiques : I'analyse (avec le nombre e), I'algebre (avec le nombre i) et la
geométrie (avec le nombre m ).
Exemples: e!® = cos0 + isin0 =1+i x 0 =1
i e . .
eZ=cosz—+ lSlTl2—= 0+iX1=1i
Définition : Tout nombre complexe z non nul de module r et d'argument 6

s'écrit sous sa forme exponentielle z = re'? .




2) Proprietés

Propriétés : Pour tous reels 8 et 6 ', pour tout entier naturel n non nul,

a) elfelf’ = i(6+67)
oi0

(

(60 —6r)

d) el@l - €

Remargue : La formule b) s'appelle formule de Moivre.

Methode : Passer de la forme algebrique a la forme exponentielle et

reciproguement

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :
a)z; = —2I b)z, = —5

2) Ecrire Ies nombres complexes suivants sous Ia forme algébrique :

a)zz; = e’ b)z, = 4e's



V. Applications a la geomeétrie

On munit le plan d'un repére orthonormé direct (0; u ;v ).

Propriété : A, B, C et D sont quatre points deux a deux distincts du plan
d'affixes respectives z,, 25, z- etz . On a:

a) (W;AB) = arg (zz — z,)

b) AB = |z — z4|

C) (E, CT) = arg(ZD_ZC)

Zp—Z,

Déemonstrations :

a) On considere un point E tel que OF = AB.
Alors E a pour affixe z, — z, .

Donc (w; OF) = arg (zz — Z, )
et donc (W AB) = arg (zz; — z,)



D) |25 — 24l = |2yl = OF
Comme OF = AB, OF = ABdonc |z; — z4,] = AB

(AB;u)+ (u; CD)
—(i;4B) + (u; D)

arg(z, — z¢) —arg(zz — z4)

arg (325°)

c) (4B ; CD)




Méthode : Utiliser les nombres complexes en géomeétrie
Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, = =2 — i,
zg = 1— 2ietz, = -1+ 2i.

1) Démontrer que le triangle ABC est isocele en A.

2) Demontrer que le triangle ABC est rectangle en A.




Methode : Déterminer un ensemble de points

Soit M un point d’affixe z. Dans ¢
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nague cas, déterminer et representer
ue |z — 2i| = 3.
ue liz — 3| = 1.

ue |z — 3+ il = |z — 5.

SC

ue arg(z) = f(n).
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