
Nombres 
premiers

Chapitre 7
Experts



I. Définition
Un entier naturel est premier s'il n'admet que deux diviseurs positifs : 1 et lui 
même. 
1 n'est pas un nombre premier.
Exemple :
2 , 3 , 5 , 7 sont des nombres premiers . 
4, 6, 8, 9, 10 ne sont pas des nombres premiers.

Propriétés : Soit a un entier naturel strictement supérieur à 1.
a possède au moins un diviseur premier.
Si a n'est pas premier, alors au moins un des diviseurs premiers de a est inferieur 
ou égal à 𝑎𝑎 .



Démonstration
Soit a un entier naturel strictement supérieur à 1.
Considérons Da l'ensemble des diviseurs de a strictement 
supérieurs à 1.
Da n'est pas vide car il contient a. Da a donc un plus petit 
élément n.
Par définition, ce plus petit élément n est un diviseur de a 
strictement supérieur à 1.
Supposons que n ne soit pas premier. n possède donc un 
diviseur p diffèrent de 1 et de n.
Comme on sait que 0 ne divise pas n, on a p > 1.
D'autre part p étant un diviseur de n, on sait que | p | < | n | . 
On a donc 1 < p < n.
Alors on sait que p divise n et n divise a, donc p divise a . 
On en déduit donc que p ∈ Da .
Ceci est en contradiction avec le fait que n est le plus petit 
élément de Da .
On ne peut donc pas supposer que n n'est pas premier.
On en déduit donc que n est un diviseur premier de a et 
que a possède donc au moins un diviseur premier.

Soit n un diviseur premier de a. On peut écrire a = n × k 
avec k ∈ IN* .
a n'est pas premier et ne peut donc pas être égal à n qui est 
premier . On a alors k > 1.
- Si n ≤ 𝑎𝑎 , alors n est bien un diviseur premier de a 
inferieur ou égal à 𝑎𝑎 .
- Si n > 𝑎𝑎 , alors :
𝑛𝑛 × 𝑘𝑘 > 𝑘𝑘 𝑎𝑎 ⟺ 𝑎𝑎 > 𝑘𝑘 𝑎𝑎 ⟺ 𝑘𝑘 < 𝑎𝑎.
k est donc un diviseur de a inferieur à 𝑎𝑎 .
k étant strictement supérieur à 1, il a un diviseur premier p 
et on sait que p ≤ k donc p≤ 𝑎𝑎 .
p étant un diviseur de k et k un diviseur de a, on en déduit 
que p est un diviseur de a.
p est donc un diviseur premier de a inferieur ou égal à 𝑎𝑎.
Dans tous les cas on a donc trouve un diviseur premier de 
a inferieur ou égal à 𝑎𝑎 .



Crible d’Eratosthène

Pour déterminer si un nombre donne N est premier, on peut chercher s'il est divisible par un nombre premier inferieur ou égal à 𝑁𝑁 .
- Si l'un des nombres premiers inferieurs ou égaux à 𝑁𝑁 divise N, alors N n’est pas premier.
- Si aucun des nombres premiers inferieurs ou égaux a 𝑁𝑁 ne divise N, alors N est premier.
Le crible d'Eratosthène est une méthode permettant d'obtenir tous les nombres premiers inférieurs à un nombre donné. On barre tour 
à tour les multiples de chaque premiers inférieurs à 𝑁𝑁.
On peut s’arrêter à la table de 7 car le premier suivant est 11 > 100 .
On a obtenu alors dans les cases non rayées, les nombres premiers inférieurs à 100.



II. Infinité de nombres premiers
Propriété : Il existe dans ℕ une infinité de nombres premiers.
Démonstration : On va raisonner par l’absurde. 
Supposons que l'ensemble des nombres premiers rangé dans l’ordre croissant 
est fini noté {𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑁𝑁}.
Soit 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝1 × 𝑝𝑝2 × ⋯× 𝑝𝑝𝑁𝑁 + 1 alors pour n’importe quel indice i,
𝑥𝑥 ≡ 1 [𝑝𝑝𝑖𝑖]
donc 𝑥𝑥 n’est pas divisible par 𝑝𝑝𝑖𝑖
et donc par aucun nombre premier 
donc 𝑥𝑥 est un nombre premier supérieur au plus grand nombre premier 𝑝𝑝𝑁𝑁,
c’est absurde donc l’ensemble des nombres premiers est infini.



Décomposition

Démonstration :
Soit la propriété P(n) : "tout entier q tel que 2 ≤ 𝑞𝑞 ≤ 𝑛𝑛 peut se 
décomposer en produit de facteurs premiers.", pour n ≥ 2 (HR)
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour 
tout entier n ≥ 2.
Initialisation : 2 peut se décomposer sous la forme 2 = 21. La 
propriété P(2) est donc vraie.
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un entier n ≥ 2 fixé, c’est 
à dire pour tout entier q tel que 2 ≤ q ≤ n, q peut se décomposer 
en produit de facteurs premiers.
Montrons que la propriété P(n+1) est vraie, c’est à dire pour 
tout entier q tel que 2 ≤ q ≤ n+1, q peut se décomposer en 
produit de facteurs premiers.
Soit q un entier tel que 2 ≤ q ≤ n + 1
- Si 2 ≤ q ≤ n, q peut se décomposer en produit de facteurs 
premiers, d’après (HR)

- Si q = n + 1, alors on peut envisager deux cas :
- Si n + 1 est premier, alors on peut écrire n + 1 = 𝑛𝑛 + 1 1 et 
la décomposition est immédiate.
- Si n + 1 n'est pas premier, alors n + 1 a un diviseur premier p 
tel que 1 < p < n + 1, donc 2 ≤ p ≤ n .
On peut alors écrire (n + 1) = pq avec q entier tel que 2 ≤ q ≤ n.
D’après (HR), on peut décomposer q en facteurs premiers.
On obtient alors une décomposition de p × q en facteurs 
premiers, c'est-a-dire une décomposition de n + 1 en facteurs 
premiers. On a donc démontré que P(n+1) est vraie.
Conclusion :
P(n) est vraie pour tout entier n ≥ 2 et en particulier tout entier 
n ≥ 2 peut se décomposer en produit de facteurs premiers.

Propriété : Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
n peut se décomposer sous la forme : 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1

𝑛𝑛1 × 𝑝𝑝2
𝑛𝑛2 × … × 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑘𝑘 où 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2 , … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 sont des nombres premiers tels 
que 𝑝𝑝1 < 𝑝𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑝𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑛𝑛1 , 𝑛𝑛2 , … , 𝑛𝑛𝑘𝑘 des entiers naturels non nuls.
Cette décomposition est appelée décomposition de n en produit de facteurs premiers.
On admet que cette décomposition est unique.



Exemples :
450
On cherche les diviseurs premiers dans l’ordre croissant.
17787
Remarques :
● Du fait de l'unicité de le décomposition, si n a pour décomposition en 
produit de facteurs premiers 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1

𝑛𝑛1 × 𝑝𝑝2
𝑛𝑛2 × … × 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑘𝑘

alors tout diviseur premier de n est l'un des nombres 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘
● On peut programmer un algorithme qui permet d'obtenir la 
décomposition d'un nombre en produit de facteurs premiers.



Ensemble de diviseurs
Exemple :
Dans ℕ l'ensemble des diviseurs de 200 est {1 ; 2 ; 4 ; 5 ; 8 ; 10 ; 20 ; 25 ; 40 ; 50 ; 100 ; 
200} On peut retrouver ce résultat à partir de la décomposition de 200 en produit de facteurs 
premiers.
En effet cette décomposition est 200 = 23 × 52 . On peut alors vérifier que les diviseurs de 
200 sont les nombres s’écrivant sous la forme 2𝑛𝑛 × 5𝑚𝑚 où 𝑛𝑛 ∈ {0,1,2,3} et m ∈ {0,1,2} .

Propriété :
Soit n un entier supérieur ou égal à 2, dont la décomposition en produit de facteurs premiers 
est 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘

L'ensemble des diviseurs naturels de n est l'ensemble des entiers d s’écrivant sous la forme 
𝑑𝑑 = 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1𝑝𝑝2
𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑘𝑘où 𝛽𝛽1 , 𝛽𝛽2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers naturels tels que 0 ≤ 𝛽𝛽1 ≤ 𝛼𝛼1 , 0 ≤
𝛽𝛽2 ≤ 𝛼𝛼2 , … , 0 ≤ 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘.



Preuve :
n est un entier supérieur ou égal à 2, dont la décomposition 
en produit de facteurs premiers est : 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘

● Considérons un entier d s’écrivant sous la forme 
𝑑𝑑 = 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1𝑝𝑝2
𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑘𝑘 où 𝛽𝛽1 , 𝛽𝛽2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers 
naturels tels que 0 ≤ 𝛽𝛽1 ≤ 𝛼𝛼1 , 0 ≤ 𝛽𝛽2 ≤ 𝛼𝛼2 , … , 0 ≤
𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘 .
On peut alors écrire 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘

= ( 𝑝𝑝1
𝛽𝛽1𝑝𝑝2

𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘
𝛽𝛽𝑘𝑘) × ( 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1−𝛽𝛽1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2−𝛽𝛽2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘−𝛽𝛽𝑘𝑘 )
Donc 𝑛𝑛 = 𝑑𝑑 × 𝑞𝑞 avec q = 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1−𝛽𝛽1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2−𝛽𝛽2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘−𝛽𝛽𝑘𝑘

On sait que 𝛽𝛽1 , 𝛽𝛽2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers naturels tels que 
0 ≤ 𝛽𝛽1 ≤ 𝛼𝛼1 , 0 ≤ 𝛽𝛽2 ≤ 𝛼𝛼2 , … , 0 ≤ 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘 .
Donc 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1 ; 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2 ; … ; 𝛼𝛼𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers 
naturels.
Par conséquent q est un entier naturel et d est donc un 
diviseur de n.
● Considérons un entier d diviseur de n.
- Si d = 1, d peut s’écrire sous la forme 𝑑𝑑 = 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1𝑝𝑝2
𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑘𝑘

avec 𝛽𝛽1 = 𝛽𝛽2 = … = 𝛽𝛽𝑘𝑘 = 0
- Si d > 1, soit d = 𝑞𝑞1

𝛾𝛾1 𝑞𝑞2
𝛾𝛾2 … 𝑞𝑞𝑟𝑟

𝛾𝛾𝑟𝑟 la décomposition de d en 
produit de facteurs premiers.

Alors 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑟𝑟 sont des diviseurs premiers de d, donc 
ce sont des diviseurs premiers de n, donc ce sont certains 
des nombres 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2 , … , 𝑝𝑝𝑘𝑘 .
On peut donc écrire 𝑑𝑑 = 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1𝑝𝑝2
𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑘𝑘 où 
𝛽𝛽1 , 𝛽𝛽2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers naturels .
(Si le nombre 𝑝𝑝𝑖𝑖 n'apparait pas dans la décomposition de d, 
on aura 𝛽𝛽𝑖𝑖 = 0 )
Démontrons que l'on a alors que 𝛽𝛽1 ≤ 𝛼𝛼1
On sait que d divise n, et 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1 divise d , donc 𝑝𝑝1
𝛽𝛽1 divise n , 

donc 𝑝𝑝1
𝛽𝛽1 divise 𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘 .
Si 𝛽𝛽1 était strictement supérieur à α1, alors 𝑝𝑝1

𝛽𝛽1−𝛼𝛼1

diviserait 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘 donc 𝑝𝑝1 diviserait 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘 , ce qui 
n'est pas possible puisque 𝑝𝑝1 n'est pas l'un des nombres 𝑝𝑝2, ... , pk .
On a donc 𝛽𝛽1 ≤ 𝛼𝛼1 . De même on peut justifier que 𝛽𝛽2 ≤𝛼𝛼2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘 .

Donc d s’écrit sous la forme 𝑑𝑑 = 𝑝𝑝1
𝛽𝛽1𝑝𝑝2

𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘
𝛽𝛽𝑘𝑘 où 

𝛽𝛽1 , 𝛽𝛽2 , … , 𝛽𝛽𝑘𝑘 sont des entiers naturels tels que 0 ≤ 𝛽𝛽1 ≤𝛼𝛼1 , 0 ≤ 𝛽𝛽2 ≤ 𝛼𝛼2 , … , 0 ≤ 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘 .



Remarque :
Si n a pour décomposition en produit de facteurs premiers n = 
𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 … 𝑝𝑝𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘, le nombre de diviseurs naturels de n est alors (

)
𝛼𝛼1 +

1 𝛼𝛼2 + 1 … (𝛼𝛼𝑘𝑘 + 1)

En effet tout diviseur naturel peut s’écrire 𝑝𝑝1
𝛽𝛽1𝑝𝑝2

𝛽𝛽2 …𝑝𝑝𝑘𝑘
𝛽𝛽𝑘𝑘 et chaque 

nombre 𝛽𝛽𝑖𝑖 peut prendre les ( 𝛼𝛼𝑖𝑖 + 1) valeurs de 0 à 𝛼𝛼𝑖𝑖 .
La décomposition de 200 en produit de facteurs premiers est : 200 =

23 × 52

Ceci permet de dire que le nombre de diviseurs naturels de 200 est :
4 × 3 = 12 diviseurs positifs



III. Application : petit théorème de Fermat
Petit théorème de Fermat :
Si p un nombre premier et a un entier naturel non divisible par p, alors 
𝑎𝑎𝑝𝑝−1 − 1 est divisible par p ou encore 𝑎𝑎𝑝𝑝−1 ≡ 1 [𝑝𝑝]

Démonstration :
Soit p un nombre premier et a un entier naturel non multiple de
p.
Les entiers p et a sont donc premiers entre eux.
Considérons l’ensemble des multiples de a :
A = { a , 2a , … , (p - 1) a } Ce sont p - 1 multiples non nuls de
a . L’entier p ne divise aucun d’entre eux.
En effet, si p divisait ka (avec k entier, 1 ≤ k ≤ p -1) , puisque
p est premier avec a, il diviserait k d’après le théorème de
Gauss, ce qui est impossible puisque k < p.
Donc leurs restes dans la division euclidienne par p sont non
nuls et sont donc des éléments de {1 , 2 ,…, p – 1}.
Ces restes sont tous distincts : en effet si deux entiers k et k’
appartenant à {1 , 2 ,…, p - 1}, avec k > k’, étaient tels que ka
≡ ka’ [p] alors p diviserait (k - k’) a .
Or 1 ≤ k - k’≤ p - 2, donc (k - k’) a est élément de A et aucun
élément de A n’est divisible par p.

On a donc 𝑝𝑝 − 1 multiples de a dont les restes dans la division
euclidienne par p sont exactement, à l’ordre près, les entiers 1 ,
2,…, p – 1.
Considérons maintenant P le produit de ces multiples de a.
On a donc 𝑃𝑃 ≡ 1 × 2 × … × 𝑝𝑝 − 1 [𝑝𝑝] , c'est-a-dire 𝑃𝑃 ≡
𝑝𝑝 − 1 ! [𝑝𝑝] . Ainsi p divise ( 𝑃𝑃 − (𝑝𝑝 − 1) !).

Or en réordonnant les facteurs de P,
on obtient 𝑃𝑃 = (𝑝𝑝 − 1) ! × 𝑎𝑎𝑝𝑝−1.
𝑃𝑃 − (𝑝𝑝 − 1)! = (𝑝𝑝 − 1)! × 𝑎𝑎𝑝𝑝−1 − (𝑝𝑝 − 1)! = (𝑝𝑝 − 1)! ×

(𝑎𝑎𝑝𝑝–1 − 1).
p divise donc (𝑝𝑝 − 1) ! × (𝑎𝑎𝑝𝑝 –1 − 1) .
Or p est premier et ne divise aucun des facteurs de (𝑝𝑝 − 1)!.
Il est donc premier avec (𝑝𝑝 − 1)!
Donc d’après le théorème de Gauss, p divise 𝑎𝑎𝑝𝑝−1 – 1.



Test de primalité

Le petit théorème de Fermat donne une condition nécessaire pour que p 
soit premier . On dit qu’il constitue un test de primalité.
Si pour tout entier n inferieur a p , 𝑛𝑛𝑝𝑝−1 n’est pas congru à 1 modulo p , 
alors p n’est pas premier.
Ce test n’est pas efficace pour les grandes valeurs de p .

Propriété : Corollaire du petit théorème de Fermat
Si p un nombre premier et a un entier naturel, alors 𝑎𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑎 est divisible 
par p ou encore 𝑎𝑎𝑝𝑝 ≡ 𝑎𝑎 𝑝𝑝 .
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