DM n°2

Techniques pour trouver A"

Exercice 1 Le binome de Newton
Rappel. Si deux matrices X et Y de méme taille commutent, c¢’est-a-dire si XY = Y X, alors, pour tout n € N,

" /n
X V) = n—=k k_
(X+Y)"=>" ( k)X Y
k=0
En particulier, une matrice M commute avec tout multiple de la matrice identité :
o+t = Y (1o,
k=0

ou A est un réel et I; la matrice identité de taille d.
1. Soit

a. Montrer que A% =34 — 21,.
b. Démontrer que, pour tout n € N,

2. Soit

a. Calculer D?.
b. Démontrer que, pour tout n € N,

5m —2n
Exercice 2 La diagonalisation
On considere la suite (u,,) définie par
ug = 0, up =1, et Up42 = DUp41 — 4u, pour tout n € N.

1. On pose

Déterminer la matrice A telle que, pour tout entier naturel n, U, ;1 = AU, . Puis exprimer U,, en fonction de n.

2. On pose
1 4
p<1 1).

a. Justifier que P est inversible et donner P~1.
b. Vérifier que P~1AP = D, ol
1 0
D= (O 4) .
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
A" = pp"P~!.

4. En déduire I'expression de U,, en fonction de n, puis déterminer lirf Uy,
n——+0o0o



